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   Absztrakt 

   Napjainkban a dinamikai rendszerek identifikációja a magas minőségi követelmények 

miatt fontosabb, mint valaha. A járműiparnak biztonságkritikus területként különösen 

magas az igénye az olyan eljárásokra, melyekkel leszoríthatók a tesztelés magas költségei. 

Mivel Magyarország az egyik legnagyobb járműipari beszállító Európában, a 

mérnököknek ismerniük kell a korszerű technikákat. Cikkünkben demonstráljuk az ún. 

Gaussian Process – Latent Force Model (GP-LFM) technika hatékonyságát az egy 

szabadsági fokú negyed járműmodellen keresztül. Bemutatjuk és egyben általánosítjuk az 

elméletet több szabadsági fokú rendszerek identifikációjához, amely a későbbiekben 

lehetővé teszik a komplexebb rendszerek, például a fél járműmodell identifikációját. 

   Kulcsszavak: gépi tanulás, negyed járműmodell, fél járműmodell, GP-LFM, modell 

identifikáció 

   Diszciplinák: mérnöki tudományok, matematika, informatika 
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   Abstract 

   FEASIBILITY OF THE IDENTIFICATION OF QUARTER AND HALF CAR 

MODELS WITH GP-LFM METHOD 

   Nowadays the identification of dynamical systems has become more important than 

ever because of the high quality expectations. Vehicle industry has high demand for this 

kind of methods, since it is safety-critical and the testing bears a high expense. Since 

Hungary is one of the greatest vehicle suppliers in Europe, engineers have to know up-

to-date advanced techniques. In our paper we demonstrate the efficiency of the so-called 

Gaussian Process – Latent Force Model (GP-LFM) technique through the example of a 

quarter car model. We introduce and generalize the theory for MDoF systems, which 

allows the identification of more complex systems like the half car model.  

   Keywords: machine learning, quarter car model, half car model, GP-LFM, model 

identificatio 

   Disciplines: engineering, mathematics, informatics      
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   Az analitikusan levezetett modellek mé-

réssel történő identifikációja már régóta a 

mérnöki gyakorlat szerves részét képezi. A 

számítógépek elterjedése segítette a gépi 

tanulás megjelenését a modellezés ezen 

lépése során. A számítási teljesítmény nö-

vekedése egyre inkább teret adott a bo-

nyolultabb algoritmusoknak, ugyanakkor a 

mérnökök mindig igyekeztek a lehető leg-

jobban kihasználni a rendelkezésre álló 

erőforrásokat. Különösen magas az igény a 

jó modellekre a biztonságkritikus és/vagy 

költséges alkalmazások esetén – erre tipi-

kus példa a járműipar, azon belül is a gép-

járműipar. Magyarországon kiemelkedően 

fontos ez a terület, hiszen ez adja a GDP 

25 százalékát (Net1). Az autógyártók 

sokszor nemcsak a termelést, hanem bizo-

nyos K+F jellegű feladatokat is telepítenek 

hazánkba (Stubnya, 2020). Utóbbi nagyon 

nagy lehetőséget jelent az ország gazda-

ságának, hiszen ezek valóban magas hoz-

záadott értékkel rendelkező munkafolya-

matok. Ezért rendkívül fontos, hogy a 

hazai mérnökök ismerjék a legújabb tech-

nikákat, és tudásuk versenyképes legyen a 

rivális országok mérnökeivel szemben. 

Cikkünkben egy új típusú, sztochasztikus 

differenciálegyenleteken (SDE) alapuló gé-

pi tanulási technikát (Gaussian Process – 

https://www.doi.org/10.35406/MI.2023.1.35
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Latent Force Model, GP-LFM) haszná-

lunk modellidentifikációra.  

   A GP-LFM módszer egy szofisztikált 

grey-box identifikációs eljárás, amely SSM-

SDE (State Space Model – Stochastic 

Differenctial Equation) alakban modellezi 

a rendszert (lásd: Alvarez és tsai, 2009). A 

modell egy paraméterezett sztochasztikus 

folyamatot tartalmaz, aminek a para-

méterei a mérési adatokkal taníthatók. 

Emiatt az eljárás különösen alkalmas 

nemlineáris rendszerek identifikációjára, 

mivel szinte bármilyen nemlinearitás ki-

nyerhető a mérési adatokból, a nemli-

nearitás jellegének előzetes ismerete nélkül. 

Ígéretes eredmények születtek JONSWAP 

spektrumból (Hasselmann és tsai, 1973) 

generált gerjesztések esetén –  lásd: Rogers 

és tsai., 2018, 2020). A nemsima rend-

szerek egy részhalmazát jelentik a szaka-

szosan folytonos rendszerek (piecewise 

continuity, lásd még ehhez kapcsolódóan: 

VSS, Variable Structure System). Ezek 

identifikációja rendkívül nehéz feladat, de 

az ilyen rendszerek esetén is alkalmazható 

GP-LFM technika (ún. switching GP-

LFM) is kidolgozásra került (Marino és 

Cicirello, 2023). A GP-LFM lépéseit jól 

összefoglaló cikk született, melyben szi-

mulált Duffing-oszcillátoron (köbös osz-

cillátor) és benchmark (Silverbox bench-

mark – lásd: Wigren és Schoukens, 2013) 

adatokon egyaránt demonstrálták az eljárás 

hatékonyságát (Rogers és Friis, 2022) egy 

szabadsági fokú rendszerek esetében. 

   A módszer működését először az egy 

szabadsági fokú (SDoF) negyed jármű-

modellen keresztül mutatjuk be. A gya-

korlatban általában több szabadsági fokú 

modellek vizsgálatára van szükség, ezért az 

elméletet általánosítjuk több szabadsági 

fokú rendszerekre. A szemléletesség ked-

véért a levezetést egy két szabadsági fokú 

fél járműmodellre végezzük el, külön 

figyelmet szentelve azokra lépésekre, ahol 

az általánosítás nem triviális.  

   Bár a mesterséges intelligencia téma-

körében rendszeresen jelennek meg ma-

gyar nyelvű publikációk – ezekről például 

Russell és Norvig (2005) könyvének 

magyar nyelvű kiadása tartalmaz össze-

foglalót –, a legújabb eredmények kiz-

árólag idegen nyelvű publikációkban 

találhatók meg. A GP-LFM eljárás kapcsán 

egyelőre még angol nyelven is kevés a 

fellelhető szakirodalom, ezért cikkünkkel a 

módszer magyar nyelven is elérhető szak-

irodalmát szeretnénk bővíteni.  

   A cikk felépítése a következő: a negyed 

járműmodell bemutatása, mozgásegyen-

letének felírása, valamint az eredmények 

demonstrációs jellegű bemutatása a kö-

vetkező két szakaszban található. A 

rákövetkező, negyedik szakaszban a fél 

járműmodell mozgásegyenletét adjuk meg. 

Ezután kerül bemutatásra az általánosított 

GP-LFM módszer, a hatodik szakaszban 

pedig az ehhez használt gépi tanulás 

algoritmus kerül levezetésre. A záró sza-

kasz értelmezi a cikk eredményeit és irány-

mutatást ad a későbbi kutatásokat illetően. 

 

   Negyed járműmodell 

   mozgásegyenlete 

   A cikk esettanulmányához kapcsolódó 

mechanikai alapismeretek elsajátíthatók 
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például Genta (2009), Csernák (2018) vagy 

Csernák és Stépán (2019) műveiből. U-

tóbbiban megtalálható a cikkünkben hasz-

nált negyed, illetve fél járműmodell rész-

letes levezetése is, ezért mi itt ettől el-

tekintünk. A negyed járműmodell (1. ábra) 

járművek egy szabadsági fokkal történő 

modellezésére használható. Ez a módszer 

kevésbé pontos a szofisztikáltabb model-

lekhez (például: fél járműmodellhez) ké-

pest, viszont az egyszerű, egy szabadsági 

fokú rendszer sokkal kevésbé számítás-

igényes algoritmust eredményez a gépi 

tanulás alkalmazása során. 

   Az 1. ábra jelöléseivel az (1) mozgáse-

gyenlet írható fel: 

 

(1) 

mÿ+cẏ+ky=krA sin(ωt) + crAωcos(ωt). 

 

   Itt m a v sebességgel haladó negyed jármű 

tömege, k a felfüggesztés merevsége, c a 

csillapítás, L az út egyenetlenségeinek tér-

beli periódusa, rA pedig az egyenetlenség 

amplitúdója. A járműre ω=2πv/L  körfrek- 

   

 1. ábra: A negyed járműmodell mechanikai 

modellje (forrás: Csernák és Stépán, 2019 alap-

ján a Szerzők) 

 

venciájú gerjesztés adódik át az útfe-

lületről. A modellezés a továbbiakban az 

(1) egyenlet alapján történik. A harmo-

nikus gerjesztés körfrekvenciája és ampli-

túdója az ω és rA paraméterekkel állítható. 

 

 

 

   A módszer hatékonyságának  

   demonstrációja a negyed  

   járműmodell példájában 

   Az alábbi szakaszban demonstrációs jel-

leggel bemutatjuk a GP-LFM technika ha-

tékonyságát a negyed járműmodell példá-

ján keresztül. A módszer – melynek rész-

letes bemutatására és általánosítására az 

ötödik és hatodik szakaszban kerül sor – 

azon alapul, hogy a modell ismeretlen para-

métereit valamilyen várható értékű és szó-

rású, normális eloszlású véletlen válto-

zóknak tekintjük. Az algoritmus a kiin-

dulásként megadott, ún. prior eloszlá-

sokhoz megkeresi a mérési adatokhoz leg-

jobban illeszkedő, ún. posterior eloszlá-

sokat, melyek várható értékei lesznek a 

paraméterek modellben felvett értékei.  

   A szakirodalomban (például Rogers és 

tsai., 2020 és Rogers és Friis, 2022) SDoF 

esetre közölt eredmények alapján imple-

mentáltuk az identifikációs algoritmust, és 

numerikus szimulációval kapott, zajjal 

terhelt adatsorokon teszteltük. Célunk a 

rugómerevség és a csillapítási tényező 

értékének meghatározása volt a gyorsulás 

idősora alapján.  A szimuláció paraméterei 

c = 90 [Ns/m], k = 5000 [N/m], m = 1000 

[kg], ω = 5 [rad/s], a prior eloszlások pedig 

cprior ~ N(50,100), kprior ~ N(300,100).   
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   A 2. ábrán látható egy futtatás eredmé-

nye egy negyed járműmodell esetére. Esze-

rint a posterior eloszlások eltávolodnak az 

ismeretlennek feltételezett, ezért nagyon 

nagy szórással megválasztott prior eloszlá-

soktól, és várható értékük egyértelműen 

tart a paraméterek valódi, szimulációban 

használt értékeihez. A felső ábra prior 

eloszlása a nagy szórás miatt látszik közel 

vízszintesnek, az alsó ábra pedig bemu-

tatja, hogy rossz prior eloszlás esetén is 

működőképes az algoritmus. Az ábrán is 

jelölt posterior átlagok értéke 91.5 [Ns/m] 

a csillapításra és 5170 [N/m] a merevségre.   

   Az eredmények vizsgálata és kiértékelése 

történhet a zaj, a mérések száma (minta-

szám) és az előírt Markov-lánc elemszám 

függvényében. Utóbbi paraméter az algo-

ritmus futtatása során generált eloszlások 

mintavételezésének módját és minőségét 

adja meg (bővebben ld. 6. szakasz). Szimu-

lációs tesztek során arra jutottunk,  hogy a 

a mérések száma, vagyis a mintaszám illet-

ve a Markov elemszám kevésbé befo-

lyásolja dominánsan az eredményeket. Ez 

nem túl meglepő, hiszen a negyed jármű-

modell esetén a gerjesztés két harmonikus 

függvény szuperponáltja és ha kellően nagy 

a mintavételi frekvencia (azaz kellően kicsi 

Ts), akkor a mintavételezési tételek értel-

mében teljes mértékben visszaállítható a 

folytonos jel. Tehát a harmonikus jeleknek 

egy periódusán vett mintavételezés elvileg 

elégséges,  de a  mérési zaj  miatt  érdemes

 

 

 

 

   2. ábra: GP-LFM modellidentifikáció eredménye (forrás: a Szerzők) 
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több perióduson keresztül tartó minta-

vételezést alkalmazni. A Markov elemszám 

pedig, hasonlóan a mérési mintaszámhoz, 

egy érték felett nem befolyásolja érdemben 

a folyamatot, a határ alatt viszont tönkre-

teszi a megoldást, mert a posterior elosz-

lásba nem kerül elég valódi posterior min-

ta. Ezt bizonyos mértékig lehet kompen-

zálni a burn-in fázissal (ld. 6. szakasz). A 

gyakorlatban is használható eredményeket 

mutat be a 1. táblázat. Itt az egyes futta-

tások (oszlopok) eredménye látható a 

negyed járműmodell paramétereire (so-

rok). Minden futtatás 5-5 identifikáció 

átlaga. Az 1. táblázatban az algoritmusból 

származó átlag értékek eltérése látható a 

valós paraméterektől, az algoritmusból ka-

pott szórással normálva. Például a merev-

ség esetében ez a (2) képlettel számolható: 

 

 

(2) 

Δ(𝑘)=
𝜇𝑝𝑜𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟(𝑘) − 𝑘𝑟𝑒𝑎𝑙

𝜎𝑝𝑜𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟(𝑘)
, 

 
 

 

ahol Δ(k) a normált eltérés, μposterior(k) és 

σposterior(k) a posterior átlag és szórás, kreal 

pedig a paraméter valódi értéke. A futta-

tások között kizárólag a zaj nagysága került 

megváltoztatásra (kezdőérték: 3 [m/s2] 

szórásnégyzet, futtatások között ugyan-

ennyivel megnövelve).  

   Az 1. táblázat alapján, amely összesen 50 

különálló identifikáció eredményeit fog-

lalja magában, ökölszabályként megállapít-

ható az eredmények értékeléséhez, hogy az 

algoritmus során kapott megoldás, vagyis a 

megkapott posterior átlag nem tér el job-

ban a valódi megoldástól, mint a posterior 

szórás. Ez különösen hasznos lehet a 

járműiparban, ahol kiemelt szerepet játsza-

nak a megbízhatósági szintek a biztonság 

miatt. Mind a program, mind a  modellezés 

MATLAB R2022a szoftver használatával 

készült. 

   Megállapítható tehát, hogy a módszer 

célravezető lehet identifikációs feladatok-

ra. A továbbiakban a módszer magasabb 

dimenzióra történő általánosítását vizsgál-

juk meg. 

 

 

   Fél járműmodell mozgásegyenlete 

   A fél járműmodell részletes levezetése 

megtalálható a második szakaszban hivat-

kozott művekben (például:  Csernák & 

Stépán, 2019). A fél járműmodell a két-

tengelyes járműveket két rugóval (első és 

hátsó felfüggesztés) és egy merev testtel 

realizálja. Ez két szabadsági fokú modellt 

eredményez. A fél járműmodell mecha-

nikai modellje a 2. ábrán látható.

 

 

   1. táblázat: Szórással normált hibák (forrás: a Szerzők) 

 1. run 2. run 3. run 4. run 5. run 6. run 7. run 8. run 9. run 10. run 

Δ(𝑐) 0.084 0.128 0.108 0.196 0.209 0.187 0.160 0.272 0.116 0.216 

Δ(𝑘) -0.449 -0.647 -0.493 -0.323 -0.267 -0.278 -0.385 -0.478 -0.240 -0.409 
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.   2. ábra: A fél járműmodell mechanikai modellje 

(forrás: Csernák és Stépán, 2019 alapján a 

Szerzők) 

  
 
 

 

   A 2. ábra jelöléseivel a 3. ábrán látható 

(3) mozgásegyenlet írható fel. A kapott 

mozgásegyenlet tehát továbbra is lineáris, 

viszont két szabadsági fokú. A további-

akban levezetjük az előző pontban alkal-

mazott módszert és általánosítjuk oly 

módon, hogy az a későbbiekben alkalmas 

legyen több szabadsági fokú lineáris 

mechanikai rendszerek, különösen a fél 

járműmodell identifikációjára. 

 

 

   A GP-LFM technika  

   bemutatása és általánosítása 

   A módszer alkalmazása során az első 

lépés minden esetben a mérési séma ki-

választása (Rogers és Friis, 2022). A li-

neáris paraméterek egyikét (skaláris tö-

meg/tömegmátrix, skaláris csillapítás/csil-

lapítási mátrix, skaláris merevség/me-

revségi mátrix) ugyanis ismertnek kell 

tekinteni, hogy a többi, ismeretlen para-

méter megfelelően konvergáljon a tanulás 

során. Ezenkívül ki kell választani, hogy a 

mérési adatok gyorsulás, sebesség, vagy 

pozíció adatok.  

   Mi a leggyakrabban alkalmazott meg-

oldást választjuk, azaz a tömegmátrix ele-

meit tekintjük ismertnek (valós mérés 

esetén ez határozható meg legkönnyeb-

ben), illetve a rendszer gyorsulását mérjük 

a szimuláció során (szintén ezt lenne a 

legkönnyebb és legolcsóbb mérni egy valós 

mérés esetén a legtöbb esetben).  

   A 3. ábrán látható (4) egyenlet írható fel 

2 DoF esetre. Ezen keresztül modellez-

hető minden olyan hatás (zaj, ismeretlen 

nemlinearitás), amit explicit módon nem 

vettünk figyelembe a mozgásegyenletben 

(Rogers és Friis, 2022). Így a (4) egyenlettel 

bármilyen két szabadsági fokú mechanikai 

rendszer leírható. A GP-LFM módszernek 

megfelelően f(z,�̇�) a 3. ábra (5) képletben 

jelzett sztochasztikus folyamattal közelít-

hető.   

   Az f(z,�̇�)   komponensei tehát egymástól 

független 0 várható értékű skaláris Gauss-

folyamatok, amelyek k1,2(t,t*) kovariancia-

függvényei így egymástól függetlenek. A 

Gauss-folyamat (MacKay, 1998) lénye-

gében a normáleloszlás (gyakran Gauss-

eloszlás) végtelen dimenziós kiterjesztése. 

Ennek megfelelően a várható érték vektort 

egy egyváltozós, a kovariancia mátrixot pe-

dig egy kétváltozós függvény váltja fel. A 

Gauss-folyamat ezért jól alkalmazható 

nemparametrikus gépi tanulási technikák-

hoz. A kifejezés nem jelenti azt, hogy ne 

lennének paraméterek, éppen ellenkezőleg, 

tetszőleges számú paraméter lehet (lásd 

például: Kolassa, 2020).  
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   3. ábra: A jelen tanulmányban hivatkozott (3)-(8) számú képletek. Forrás: a Szerzők 

 

(3) 

[
m 0
0 ΘS

]
⏟      

𝐌

[
ẍ
ϑ̈
] + [

k1 + k2 k2𝑙2 − k1𝑙1
k2𝑙2 − k1𝑙1 k1𝑙1

2 + k2𝑙2
2]⏟                

𝐊

[
x
ϑ
]= [

−k1u0 sin(ωt)
k1𝑙1u0 sin(ωt)

] 

 

(4)  

M�̈�+C�̇�+Kz+f(z,�̇�)=U(t), 

ahol 𝐳 ∈ ℝ2 az általános koordináták vektora, M ∈ ℝ2 × ℝ2 tömegmátrix, C ∈ ℝ2 × ℝ2 

csillapítási mátrix, K ∈ ℝ2 × ℝ2 merevségi mátrix, U(t): ℝ → ℝ2 gerjesztés, f(z,�̇�): 

ℝ2 × ℝ2 → ℝ2 pedig a nem modellezett hatásokat és ezáltal a determinisztikus, lineáris 

résztől való eltérést figyelembe vevő függvény. 

 

 

(5)  

f(z,�̇�)= [
f1(z,�̇�)

f2(z,�̇�)
] , f1,2~GP(0, k1,2(t, t

∗)) 

 

(6) 

dh=Fhdt+Ldβ(t), 

ahol 𝐡 ∈ ℝ𝑛 a sztochasztikus rendszer állapotvektora, F ∈ ℝ𝑛 × ℝ𝑛 rendszermátrix, 

L ∈ ℝ𝑛 ×ℝ𝑚 diszperziós mátrix, β(t) ∈ ℝ𝑚 pedig Brown-mozgás 𝐐 ∈  ℝ𝑚 × ℝ𝑚 

diffúziós mátrixszal 

 

(7) 

k(t,t∗)=𝜎2 (1 +
√3|t − t∗|

𝑙
) exp(−

√3|t − t∗|

𝑙
). 

 

(8) 

𝐅1,2 = [
0 1

−λ1,2
2 −2λ1,2

] , 𝐋1,2 = [
 0 
 1 
] ,  𝐐1,2 = [4λ1,2

3 𝜎1,2
2 ], 

 

ahol 𝜆1,2 = √3/l1,2, a jelölések pedig a (6) egyenletnek megfelelők 
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   A kovarianciafüggvényként használt ker-

nel függvény kiválasztása a következő fon-

tos lépés. A kernel olyan kétváltozós függ-

vény, mellyel két, paraméterként kapott 

objektum hasonlósága mérhető gépi ta-

nulás során. Megmutatható (Särkkä és 

Solin, 2019), hogy a legtöbb kernelhez (a 

kernellel definiált Gauss-folyamathoz) tar-

tozik állapottér reprezentáció, sztochasz-

tikus differenciálegyenlet formájában. A 

két leggyakrabban alkalmazott kernel a 

Matérn 3/2 és az exponenciális (ez meg-

egyezik a Matérn 1/2-vel). Egy általános, 

lineáris időinvariáns (LTI) sztochasztikus 

differenciálegyenlet felírható a 3. ábra (6) 

képletben közölt differenciális alakban. 

   Az SSM-SDE reprezentációk állapotvek-

tora és 𝑓1,2 erőkomponensek között a 

kapcsolat az, hogy az állapotvektorok 

elemei megegyeznek az erőkomponensek 

deriváltjaival, azaz: 

            𝒉1,2 = [f1,2 ḟ1,2… f1,2
(n)
]T,  

 

ahol 𝑛 értéke a kernel függvény 

megválasztásától függ.  

   A Matérn 3/2 kernel 𝜎2 és 𝑙 para-

méterekkel a 3. ábra (7) képlete révén 

definiálható (lásd például: Särkkä és Solin, 

2019). 

   Az ezzel a kernellel definiált – lásd: (5) 

egyenlet) – Gauss-folyamatokhoz levezet-

hető a 3. ábra (8) képletben közölt n=2 

dimenziós SSM-SDE reprezentáció (lásd 

például: Särkkä és Solin, 2019). 

   Ezen mátrixok ismeretében a (4) egyen-

letben felírt rendszer állapotvektorát kiter-

jesztve összecsatolható a sztochasztikus 

rendszerrel. Bevezetve az átviteli elv alap-

ján kapható x ≝ [𝐳 �̇�]T állapotvektort, a 

(6) egyenlet a 4. ábra (9) képletben látható 

hipermátrixos alakra rendezhető.  

   Ez az alak már bővíthető a sztochasz-

tikus átírással. A g ≝ [𝐡1 𝐡2]
T jelölés 

bevezetésével a 4. ábra (10) számmal jelzett 

hipermátrixos egyenlet írható fel. Az 

ebben szereplő F és Lg mátrixok a két 

kernel közösen felírt SSM-SDE repre-

zentációjából kaphatók meg (lásd: 4. ábra 

(11) képlet). A Bg mátrix pedig a (9) és (10) 

egyenletet összevetve áll elő (lásd: 4. ábra 

(12) pont). 

   Ismeretlen még a (10) egyenletből a 𝐰 

Wiener-folyamat 𝐐 diffúziós mátrixa, Ez 

könnyedén előáll, mint az egyes kerne-

lekhez tartozó 𝐐1,2 diffúziós mátrixokból 

álló diagonális hipermátrix, a főátlóban 

rendre 𝐐1 és 𝐐2 mátrixokkal. A (10) e-

gyenlet jelenti tehát a rendszer állapot-

egyenletét, ahol az előbbiek szerint minden 

ismeretlen mátrix meghatározásra került. 

A megfigyelésünk (mérésünk) modellezé-

séhez a kimeneti egyenlet felírása szük-

séges, ahol a mérési zajt a 𝐯 vektorral 

vesszük figyelembe – lásd: 4. ábra (13) 

egyenletet, melyben a Co és D mátrixok 

egyértelműen következnek a mérési sémá-

ból. Az előbb leírtak szerint mi a gyor-

suláskomponenseket mérjük. Az állapot-

egyenletben szereplő 

 

[�̇� �̇�]T 
 

derivált állapotvektor harmadik és ne-

gyedik elemei a gyorsuláskomponensek (az 

általános koordináták gyorsuláskompo-

nensei),  azaz  az   [�̇� �̇�](3:4)
T   művelettel  
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   4 ábra: A jelen tanulmányban hivatkozott (9)-(14) számú képletek. Forrás: a Szerzők 

 

(9) 

�̇� = [
𝟎 𝐈

−𝐌−1𝐊 −𝐌−1𝐂
]

⏟            
𝐀s

𝐱 + [
𝟎

𝐌−1𝐈
]

⏟    
𝐁s

(𝐔 − 𝐟) 

 

 

(10) 

[
�̇�
�̇�
] = [

𝐀s 𝐁g
𝟎 𝐅

]
⏟      

𝐀

[
𝐱
𝐠] + [

𝐁s
𝟎
]

⏟
𝐁

𝐔 + [
𝟎
𝐋g
]

⏟
𝐋

𝐰 

 

 

(11) 

[
�̇�1
�̇�2
] = [

𝐅1 𝟎
𝟎 𝐅𝟐

]
⏟    

𝐅

[
𝐡1
𝐡2
] + [

𝐋1 𝟎
𝟎 𝐋2

]
⏟      

𝐋g

[
𝐰1
𝐰2
] 

 

   A 𝐰1 és 𝐰2 a 𝛃1 és 𝛃2 Brown-mozgások formális deriválásával kapott Wiener-

folyamatok (fehér zaj). 

 

(12) 

𝐁g = [

0 0 0 0
𝐁s(3,1) 0 𝐁s(3,2) 0
0 0 0 0

𝐁s(4,1) 0 𝐁s(4,2) 0

] 

 

(13) 

𝐲 = 𝐂o [
𝐱
𝐠] + 𝐃𝐔 + 𝐯 

 

 

(14) 

[
�̇�
�̇�
]
(3:4)

= 𝐀(3:4,1:end)⏟      
𝐂o

[
𝐱
𝐠] + 𝐁(3:4,1:end)⏟      

𝐃

𝐔 
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megkaphatók. Az állapotvektort ezen 

módon csonkolva a 4. ábra (14)  pontban 

bemutatott módon változik meg maga az 

állapotegyenlet, ami lényegében a kimeneti 

egyenlet mérési zaj nélkül. A Co és D tehát 

adott, a v mérési zaj pedig két független, 

skaláris Wiener-folyamatból áll, melynek R 

diffúziós mátrixa ezen folyamatok r1,2 

diffúziós együtthatóinak diagonális elren-

dezéséből adódik. 

 

 

 

   Gépi tanulás implementálása 

   Az előző szakaszban felírásra került a 

folytonos rendszer állapotegyenlete és ki-

meneti egyenlete. A gépi tanulás megva-

lósítása során Kálmán-szűrőt alkalmazunk, 

aminek használatához a rendszer disz-

kretizálása szükséges. Ez Ts minta-

vételezési idővel az alábbi mátrixokhoz 

vezet: 

𝐀d = exp(𝐀Ts) 

𝐂d = 𝐂o 

𝐃d = 𝐃 

𝐑d = 𝐑/Ts 
 

      A Bd és Qd mátrixok az 5. ábra (15) 

képletben látható módon számíthatók ki. 

   A diszkretizált rendszer mátrixainak le-

vezetése megtalálható Särkkä és Solin 

(2019) művében. A Kálmán-szűrésre a 

számítási komplexitás csökkentése miatt 

van szükség. Hartikainen és Särkkä (2010) 

megmutatták ugyanis, hogy a GPR (Gauss 

Process Regression) problémák hagyomá-

nyos megoldásoknál megszokott 𝒪(n3) 

számítási komplexitása 𝒪(n) számítási 

komplexitásra csökkenthető bizonyos 

megfontolásokkal és Kálmán-szűrő alkal-

mazásával (a komplexitások a mérési min-

ták számának függvényei). A gépi tanú-

láshoz használt hiperparaméterek vektora 

két szabadsági fokú esetre az 5. ábra (16) 

ponjában közölt 14-elemű vektor.  

   A megoldáshoz alkalmazott algoritmus 

(Rogers és tsai., 2020) a priori eloszlásokat 

(előzetes feltételezéseket) igényel a hiper-

paraméterekre. Ez látszólag egy nagyon 

erős megkötés, de valójában az elosz-

lásokban a szórást megnövelve beállítható 

a hiperparaméter teljes ismeretlensége is. 

Az algoritmus célja a posterior eloszlás 

meghatározása mérések alapján. Ez azért is 

hasznos, mert a futtatás után nem egy 

konkrét érték fog tartozni egy-egy para-

méterhez, hanem egy eloszlás, és ebből 

adódóan becsülhető a bizonytalanság a 

szórásból. Erre a mintavételezésre gyakran 

használt megoldást jelentenek az MCMC 

(Markov Chain Monte Carlo) módszerek. 

Ezen módszerek esetén egy véletlen bo-

lyongás során a lépések jelentik az eloszlás 

mintavételezését. A bolyongás során a 

magasabb sűrűségfüggvényű helyeken 

több lépés valósul meg, mint az ala-

csonyabbakon, ezáltal a bolyongás után 

kirajzolódik a kívánt a posteriori eloszlás. 

Cikkünkben az implementáció során 

Metropolis algoritmust használunk, mint 

MCMC módszert (lásd: Beichl és Sullivan, 

2000).  A posterior  eloszlás  kirajzolásához 

minden iterációban generálunk egy jelöltet, 

amelynek  dimenziója  a  hiperparaméterek 
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   5 ábra: A jelen tanulmányban hivatkozott (15-(17) számú képletek. Forrás: a Szerzők 

 

(15) 

𝐁d = 𝐀
−1(𝐀d − 𝐈)𝐁,𝐐d = ∫ exp (𝐀τ)𝐐exp (𝐀Tτ)

Ts

τ=0

dτ 

 

(16) 

𝚯 = [𝐂(1,1), 𝐂(1,2), 𝐂(2,1), 𝐂(2,2), 𝐊(1,1), 𝐊(1,2), 𝐊(2,1),𝐊(2,2), σ1
2, 𝑙1, σ2

2, 𝑙2, r1, r2] 

 

 

(17) 

φk(𝚯) = φk−1(𝚯) +
1

2
log(2π𝐒k) +

1

2
𝐫k
T𝐒k

−1𝐫k, 

ahol 𝐫k és 𝐒k a Kálmán-szűrő segédvektora és segédmátrixa. 

 

 

 

vektorával egyezik meg, és azáltal egy 

lehetséges paraméter kombinációt jelöl. 

Ebből kiszámíthatók a folytonos rendszer 

mátrixai, melyeken ezek után elvégezhető 

az előbb bemutatott diszkretizáció. A 

Kálmán-szűrés ekkor már elvégezhető, a 

Kálmán-szűrő pontos megvalósítása és 

részletes levezetése megtalálható Särkkä 

(2013) vagy Murphy (2012) művében. 

   Ezzel tehát redukálható az algoritmus 

számítási komplexitása. Ehhez használ-

ható az ún. energiafüggvény, amely egy 

hiperparaméter-kombináció (ún. jelölt) jó-

ságával áll arányosságban. Az energiafügg-

vény az 5. ábra (17) pontban közölt 

iterációval közelíthető (Rogers és tsai,  

2018). Az energiafüggvény iteráció végén 

kapott értéke szolgál alapjául a jelölt 

elfogadásának vagy elutasításának. Minél 

alacsonyabb az érték az előző elfogadott 

jelölthöz képest, annál magasabb az 

elfogadás valószínűsége. Az előző értékkel 

való összehasonlítás miatt ez tulajdon-

képpen egy gradiens módszernek is tekint-

hető. Több szabadsági fokú esetben a (17) 

egyenletben az energiafüggvény vissza-

térési értéke mátrix, ekkor a jelölt elfo-

gadásának vizsgálatakor valamilyen mátrix 

invariáns használata lehet célravezető. A 

ciklus akkor fejeződik be, ha az előírt 

számú jelölt elfogadásra került. Utóbbi 

érték a ténylegesen a posterior eloszlásból 

mintavételezni kívánt elemszám és az ún. 

burn-in elemszám értékek összege. A 

véletlen bolyongás igen sok lépésbe is 

kerülhet, mire a mintavételezett tagok 

valóban a posterior eloszlásból kerülnek ki. 

Ez tipikusan akkor fordulhat elő, ha a 
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bolyongás kezdő lépése (inicializálás) távol 

van a posterior eloszlástól, ráadásul a 

bolyongás lépésköze (a lépéseket repre-

zentáló eloszlás szórása) is kicsi. Az így 

kapott eloszlás lényegében a posterior 

eloszlás, valamely irányban igen hosszú, 

nem elhanyagolható farokeloszlással. Az 

eloszlás átlaga és szórása emiatt rendkívül 

nagy mértékben eltér a posterior átlagtól és 

szórástól.  

   Ezen probléma kiküszöbölésére használ-

ható a burn-in fázis: ekkor az első néhány 

tagja a Markov-láncnak nem kerül fel-

használásra a posterior eloszlás rekonstru-

álásához. Ezzel a módszerrel már hasz-

nálható az átlag és szórás, ami egyben 

definiálja is a normális eloszlásúnak tekin-

tett posterior eloszlást.  

   A levezetett módszer elvileg alkalmas a 

fél járműmodell identifikációjához, azon-

ban a megvalósításhoz további vizsgálatok 

szükségesek, például, hogy melyik mátrix 

invariáns alkalmazása a legcélravezetőbb.    

    

 

   Konklúziók 

   Cikkünkben az egy szabadsági fokú 

negyed járműmodellen keresztül de-

monstráltuk a GP-LFM módszer haté-

konyságát. A szakirodalomban a módszer 

döntő többségben nemlineáris rendsze-

reken keresztül kerül megvalósításra, 

viszont csak egy szabadsági fokú rend-

szerek esetén. Mi az eddig egy szabadsági 

fokú rendszerekre használt módszert 

általánosítottuk két szabadsági fokú rend-

szerre. Rámutattunk a módszer előnyeire, 

külön kitérve a járműiparban is rendkívül 

fontos megbízhatósági szintekre és bőví-

tettük a témakör magyar nyelvű szaki-

rodalmát. A módszer elméletének általá-

nosításával kijelöltük az irányt a több 

szabadsági fokú rendszerek GP-LFM 

módszerrel történő identifikációjához. 

   Az eredmények alapján a módszerben 

komoly potenciál van a nemlineáris 

és/vagy magasabb dimenziójú rendszerek 

identifikálására, mindazonáltal figyelembe 

kell venni, hogy ezekben az esetekben a 

módszer számítási komplexitása jóval 

magasabb lehet. Erre javaslatunk egy 

adaptív lépésközválasztó algoritmus, mely-

lyel az ún. exploitation-exploration di-

lemma optimális megoldása várható el. 

Véleményünk szerint ez nagy mértékben 

redukálhatja az identifikáláshoz szükséges 

időt. 

   Az eljárás kiválóan alkalmazható lehet 

identifikációs feladatokra. Az előbbiek 

alapján gyorsítható az algoritmus, így 

egyszerűbb rendszerek és nagy számítási 

kapacitás esetén akár a folyamatos, real-

time identifikáció is lehetséges lehet, de 

ehhez további és mélyebb kutatások 

szükségesek. 
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